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Аннотация. Актуальность и цели. Рассматривается проблема анализа малых выборок путем объедине-

ния нескольких, созданных в прошлом веке статистических критериев. Объединяются критерий Херста, кри-
терий Андерсона – Дарлинга, критерий Муроты – Такеучи. Материалы и методы. Предложено осуществлять 
объединение, рассматриваемых статистических критериев через умножение их выходных состояний. Уже по-
сле мультипликативного объединения статистических критериев предложено выполнять квантование их не-
прерывных данных в дискретные состояния «0» и «1». Результаты. При низкой коррелированности объеди-
няемых статистических критериев мультипликативно-нейросетевое обобщение дает существенное снижение 
их итоговой вероятности ошибок первого и второго рода в сравнении с использовавшимся ранее конкатенаци-
онно-нейросетевым обобщением. В этом отношении более простое конкатенационно-нейросетевое обобщение 
является менее информативным. Выводы. Конкатенационно-нейросетевое объединение статистических крите-
риев плохо работает для разнородных по качеству критериев, что показано на примере обобщения трех рас-
смотренных статистических критериев. В этом отношении мулитипликативно-нейросетевое обобщение стати-
стических критериев является более выгодным, так как позволяет повысить достоверность принимаемых 
решений уже для двух, рассматриваемых критериев. 
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Abstract. Background. The problem of analyzing small samples by combining several statistical criteria creat-
ed in the last century is considered. The Hirst test, the Anderson-Darling test, and the Murota-Takeuchi test are com-
bined. Materials and methods. It is proposed to combine the considered statistical criteria by multiplying their output 
states. Already after the multiplicative combination of statistical criteria, it is proposed to quantize their continuous da-
ta into discrete states "0" and "1". Results. With a low correlation of the combined statistical criteria, multiplicative 
neural network generalization gives a significant decrease in their final probability of errors of the first and second 
kind, in comparison with the previously used concatenation-neural network generalization. In this respect, a simpler 
concatenation-neural network generalization is less informative. Conclusions. The concatenation-neural network com-
bining of statistical criteria does not work well for criteria of different quality, which is shown by the example of gen-
eralization of the three considered statistical criteria. In this respect, multiplicative-neural network generalization of 
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statistical criteria is more advantageous, since it allows increasing the reliability of decisions made for two considered 
criteria. 
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Введение 

В двадцатом веке активно создавались статистические критерии для проверки гипотезы нор-
мального распределения данных. Наиболее часто применяемым является хи-квадрат критерий Пирсо-
на, созданный в 1900 г.1 Позднее был создан ряд более мощных статистических критериев, однако все 
они ориентированы на обработку больших выборок в 100 и более опытов2. К сожалению, в ряде 
практически важных приложений столь большие объемы выборок получить не удается. В частно-
сти, такая ситуация возникает в медицине, биологии, биометрии, экономике. При наличии малых 
выборок от 16 до 20 опытов обычные статистические критерии дают крайне низкую достоверность 
принимаемых решений. Однако в двадцатом веке было создано порядка 21 работоспособных стати-
стических критериев [1]. Если каждому из известных статистических критериев построить эквива-
лентный искусственный нейрон [2–4], то мы получим нейросеть, выходом которой является код с 
высокой 21-кратной избыточностью. При таком подходе к решению задачи анализа малых выборок 
каждый из 21 искусственных нейронов работают самостоятельно, а их выходные кодовые состояния 
объединяются конкатенацией в длинный код. В связи с этим такой способ объединения множества 
статистических критериев следует рассматривать как конкатенационный.  

Пример конкатенационного объединения трех классических статистических критериев: 
Андерсона – Дарлинга, Херста, Мурота – Такеучи 

Традиционное аналитическое исследование статистических критериев начала двадцатого века 
требует очень высокой математической подготовки исследователя. Гораздо меньший уровень ква-
лификации исследователя требует прямой численный эксперимент. На рис. 1 приведены коды про-
граммной реализации моделирования на языке MathCAD откликов трех классических статистиче-
ских критериев при воздействии на них малыми выборками в 16 опытов с нормальным и 
равномерным распределением. 

 

 
Рис. 1. Программная реализация статистического критерия Андерсона – Дарлинга (1952),  

критерия Херста (1907) и критерия Муроты – Такеучи (1981) для малых выборок в 16 опытов  
с нормальным распределением и равномерным распределением данных 

                                                      
1 Р 50.1.033-2001. Прикладная статистика. Правила проверки согласия опытного распределения с теоре-

тическим. Часть I. Критерии типа χ2. 
2 Р 50.1.037-2002. Прикладная статистика. Правила проверки согласия опытного распределения с теоре-

тическим. Часть II. Непараметрические критерии. 
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На рис. 2 представлены выходные состояния классического критерия Андерсона – Дарлинга. 
Следует подчеркнуть, что обычно классические статистические критерии принято описывать табли-
цами квантилей доверительной вероятности. Для нас более удобным является замена статистиче-
ского критерия эквивалентным ему искусственным нейроном. В свою очередь множество выходных 
состояний искусственных нейронов зависит от порога его выходного квантователя. В нашей ситуа-
ции выгодно снизить размерность решаемой задачи через выбор порога квантования, обеспечиваю-
щего одинаковые значения ошибок первого и второго рода. Порог квантователя k = 0,165 обеспечи-
вает вероятности ошибок Р1 = Р2 ≈ 0,272. При выборе выходных состояний квантователя зададим 
состояние «0» для малых выборок с нормальным распределением и состояние «1» для данных  
с равномерным распределением. 

 

 
Рис. 2. Распределения вероятностей выходных состояний критерия Андерсона – Дарлинга  

и эквивалентного ему искусственного нейрона 
 
Можно показать, что мощность критерия Андерсона – Дарлинга на малых выборках суще-

ственно выше мощности хи-квадрат критерия Пирсона. Более мощным критерием, чем критерий 
Андерсона – Дарлинга является критерий Херста, возраст которого сопоставим с возрастом хи-
квадрат критерия [5, 6]. Англичанин Херст был гидрологом и работал с 1907 г. в Египте над проек-
том плотины на реке Нил. В какой момент гидролог Херст создал свой критерий, неизвестно. 
Округляя в пользу пионера, можно считать 1907 г. годом создания критерия Херста. На рис. 3 даны 
плотности вероятности выходных состояний критерия Херста и эквивалентного им искусственного 
нейрона. Для этого критерия при пороге квантования k = 3,4 обеспечивается вероятность ошибок  
Р1 = Р2 ≈ 0,225. Это примерно на 21 % меньше, чем для критерия Андерсона – Дарлинга. 

 

 
Рис. 3. Распределения вероятностей выходных состояний критерия Херста  

и эквивалентного ему искусственного нейрона 
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Самым мощным из рассматриваемых является критерий Муроты – Такеучи. Данные о выход-
ных состояниях этого критерия приведены на рис. 4. При выборе порога k = 10,9 обеспечивается ве-
роятность ошибок Р1 = Р2 ≈ 0,119, т.е. мощность критерия Муроты – Такеучи примерно в 2 раза вы-
ше критерия Херста.  

 

 
Рис. 4. Распределения вероятностей выходных состояний критерия Мурота – Такеучи  

и эквивалентного ему искусственного нейрона 
 
Если мы выходные дискретные состояния трех рассмотренных искусственных нейронов объ-

единим конкатенацией, то получим код из трех бит. Когда все три критерия обнаруживают нор-
мальные данные, то мы получим выходной код «000». Если бы мы использовали большее число ста-
тистических критериев, то выходной код был бы длиннее. По мере роста числа известных 
статистических критериев может расти длина выходного кода, соответственно, должна расти их 
корректирующая способность. Структура конкатенационно-нейросетевых обобщений статистиче-
ских критериев проверки гипотезы нормальности приведена на рис. 5.  

 

 
Рис. 5. Конкатенационное обобщение искусственных нейронов 

 
Избыточность выходных кодов в простейшем случае может быть устранена подсчетом числа 

состояний «0» и «1». Если число состояний «0» больше, чем «1», то принимается итоговое решение 
«0» (обнаружены нормальные данные). Основной проблемой таких технических решений является 
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низкая корректирующая способность. Чем сильнее корреляционная связь между разрядами избы-
точного кода, тем хуже корректирующая способность подобных кодов. В рассматриваемом нами 
случае: corr(MT, Hr) ≈ –0,347, corr(MT, AD) ≈ 0,603, corr(Hr, AD) ≈ –0,117. В связи со столь значи-
тельной корреляцией разрядов трехкратной избыточности кода недостаточно. Простейшее техниче-
ское решение конкатенационно-нейросетевых обобщений не работает. Проще отбросить слабые 
критерии (Херста и Андерсона – Дарлинга), оставив только наиболее сильный критерий Муроты – 
Такеучи. Тогда мы получаем вероятности ошибок на уровне Р1 = Р2 ≈ 0,119.  

Перспектива мультипликативного объединения статистических критериев 

Рассмотрим ситуацию перемножения результатов двух наиболее мощных критериев Мурота – 
Такиучи и Херста и последующего квантования данных. При этом умножение выполним нормиро-
ванным так, чтобы наиболее вероятные значения этих критериев для равномерных данных были ме-
нее единицы: 

3,4MT Hr ;
10,09

( ) "0" if MT Hr 1,04;
( ) "1" if MT Hr 1,04.

MT Hr

z MT Hr
z MT Hr

⋅ ⋅ ⋅ ←
 ⋅ ← ⋅ >
 ⋅ ← ⋅ ≤


  (1) 

Результаты численного моделирования искусственного нейрона Муроты – Такеучи – Херста (1) 
приведены на рис. 6. 

 

 
Рис. 6. Распределения вероятностей выходных состояний мультипликативного объединения критерия  

Мурота – Такеучи и критерия Херста, а также эквивалентного им искусственного нейрона 
 
Сравнивая данные рис. 4 и 6, мы видим существенный рост качества принимаемых нейронами 

решений. Нейрон, полученный мультипликативным объединением критерия Херста и критерия Му-
рота – Такеучи, дает снижение вероятности ошибок до величины Р1 = Р2 ≈ 0,078. Принципиально 
важным является то, что мультипликативное объединение только двух рассматриваемых критериев 
дает вероятности ошибок первого и второго рода примерно в 2 раза лучше, чем конкатенационное 
объединение трех рассматриваемых критериев. Это свидетельствует о высоком потенциале мульти-
кативного обобщения двух и более известных статистических критериев проверки гипотезы нор-
мального распределения малых выборок. 

Появляется формальная возможность перехода от использовавшейся ранее конкатенационной 
схемы нейросетевого обобщения множества статистических критериев к гибридной конкатенацион-
но-мультипликативной схеме объединения известных статистических критериев. Эта схема отобра-
жена на рис. 7. 
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Рис. 7. Конкатенационно-мультипликативное объединение искусственных нейронов 

статистической проверки гипотезы нормальности малых выборок 

Заключение 

Переход от использования множества известных одиночных статистических критериев к их 
совместному применению критериев легко выполним, если каждый критерий заменить эквивалент-
ным искусственным нейроном. При этом простейшие алгоритмы корректировки ошибок избыточного 
выходного кода нейросети по большинству состояний имеют низкую эффективность. Очевидно, что 
применение более сложных алгоритмов обнаружения и корректировки ошибок в избыточном коде 
должно приводить к улучшению результатов [7].  

Еще одним путем улучшения итоговых результатов является увеличение числа учитываемых 
статистических критериев (увеличение избыточности нейросетевых кодов). Как показано в данной 
статье, число статистических критериев легко увеличивается путем умножения их выходных состо-
яний. Предположительно потенциал конкатенационно-мультипликативных нейросетевых обобще-
ний статистических критериев много выше, чем исследованных ранее конкатенационно-нейро- 
сетевых обобщений. 
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